
随机细胞神经网络的指数稳定性

沈 � 轶,张玉民,廖晓昕
(华中科技大学控制科学与工程系,湖北武汉 430074)

� � 摘 � 要: � 本文研究了随机时滞细胞神经网络的指数稳定性,建立了这种细胞神经网络均方指数稳定与几乎必然

指数稳定的充分条件,其条件分为时滞无关与时滞相关两种.
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Abstract: � The exponential stability of stochastic cellular neural networks with delay was investigated. For such neural net�
works, we establish two types of sufficient conditions for the exponential stability in the mean square and surely exponential stability.

One type involves delay independent results while the other type involves delay dependent results.
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1 � 引言
� � Hopfield神经网络要求每个神经元与其他神经元全联接,

可是在真实神经网络里,并没有这种要求, 在由 1011数量的神

经细胞组成的人脑中, 每个神经细胞与其周围的 10
3
左右的

神经细胞相联,在视觉初级加工的神经网络里, 每个神经细胞

与其相近的神经细胞之间的联接较强, 而与离该神经细胞的

联接较弱,视觉处理就是利用这种联接权的方向检测、边缘提

取等工作, 1988 年美国加州大学贝克莱分校的 Chua与 Yang

提出的细胞神经网络( Cellular Neural Network) [ 1]就是以神经细

胞的这种联接方式为背景,来实现一种局部联接的、权可设计

的人工神经网络.这种网络对二维图像的初级加工特别有用,

现已形成了一个新的学科分支. 它的实现也比 Hopfield 网络

容易, 网络的芯片也已不断出现,是一个值得注意的领域. 细

胞神经网络的基本单元称为人工细胞,它是由线性电容、线性

电阻、线性控制元件和非线性控制元件组成, 如同一个细胞自

动机, 它只同它周围的神经元相接, 是一个连续的动态系统.

细胞神经网络应用于运动图像处理时, 需要引入细胞间信号

传递的时间延迟,因此 1992 年 Chua 与 Roska引入了带时滞经

细胞神经网络[ 2] ,关于细胞神经网络与时滞细胞神经网络的

动力学行为,已有许多作者进行研究[ 1~ 9] ,但对具有随机扰动

的细胞神经网络与时滞细胞神经网络方面的研究却很少, 且

主要集中在算法方面[ 10~ 12] . 基于这种状况, 本文主要在理论

上研究了时滞的随机细胞神经网络的指数稳定性. 利用 Lya�
punov泛函或 Lyapunov 函数与 Itô 公式,建立了这种细胞神经

网络的均方指数稳定与几乎必然指数稳定[ 7]的判据, 所得判

据分为时滞无关与时滞相关两种.

2 � 时滞无关的稳定条件

� � 考虑时滞的随机细胞型神经网络
� dx ( t) = [ - Dx( t) + A�( x ( t) )+ B�( x ( t - �) ) ] dt

+ f ( t, x ( t) , x ( t- �) ) dw( t) (1)

其中 x= ( x 1, �, x n)
T  Rn , D = diag ( d1, �, dn ) , d i> 0( 1! i

! n) , A= ( a ij ) n ∀ n  Rn ∀ n, B= ( bij ) n ∀ n  Rn ∀ n, �> 0 是时

滞, � ( x ) = ( �1 ( x 1 ) , �, �n ( xn ) )
T�i ( x i ) =

1
2

xi+ 1 - xi- 1 ( 1! i ! n) , f ( t, x ( t) , x ( t - x ) ) dw ( t)

表示随机扰动, 并且 w= ( w1 ( t ) , �, w n ( t ) )
T 是定义在完务

的概率实间(  , F, P)上具自然滤波 { F t} t#0的 m 维 Brown 运

动, f : R + ∀ Rn ∀ Rn ∃ Rn ∀ m是局部 Lipschitz 连续的且满足线

性增长条件[ 7] , 并设系统(1)有初始条件, x ( s ) = !( s ) , - � !
s ! 0,! L 2

F
0
( [ - �, 0] , Rn ) , 这里 L2F

0
( [ - �, 0] , Rn )是 Rn 值

的随机过程, 且 !( s ) , - �! s ! 0,且 !( s )是 F0 可测,%
0

- �
E |

!( s ) | 2 ds< & 由文献[ 13]知系统(1)有唯一解, 记为 x ( t; !)

或 x ( t) ,并且它平方可积的. 为研究系统( 1)的稳定性 ,下面

均设� t  R+ : f ( t, 0, 0) , 并设存在 a1, a2#0, 使: � ( t , x , y )

 R+ ∀ Rn∀ Rn:

tracefT ( t, x , y ) f ( t , x , y ) ! a1| x |
2+ a2| y |

2 (2)
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� � 定理 1 � 设存在正定阵 G, !G , 正对角阵 Q, !Q , 使 � � -

( GD+ DTG)+ Q+ !Q+ GA!Q- 1 ATG

� � + GBQ- 1BTG= - !G (3)

则 ∀min( !G) > ∋ G∋ ( a1+ a2) (4)

蕴涵系统(1)的平凡解均方指数稳定,且几乎必然指数稳定.

证明 � 将系统(1)重新写成

� dx( t) = [ - Dx( t) + AH( x( t) ) x( t) + BH( x( t- �) )

� � ( x( t- �) ] dt + f ( t, x( t ) , x ( t- �) ) dw( t ) (5)

其中

� � H( x( t) )= diag( #1( x 1) , �, #n ( x n ) ) ,

� � ∃ i( x i) = x - 1
i �i ( x i ) (1 ! i ! n) .

� � 作Lyapunov 泛函

� � V( xt ) = xT( t) Gx( t) +%
0

- �
x Tt ( %) Qx t (%) d% ,

则由 Itô 公式有

� LV ( xt )= 2xT( t) G( - Dx( t )+ AH( x( t) ) x( t )

� � + BH( x( t- �) x ( t- �) )+ tracef TGf

� � + xT ( t) Qx( t)- xT ( t- �) Qx( t- �) (6)

因

� 2x
T
( t) GBH( x ( t- �) ) x( t - �) ! x

T
( t- �) Qx( t- �)

� + xT ( t) GBHQ- 1HBTGx( t ) ! xT( t- �) Qx ( t- �)

� + xT ( t) GBQ- 1BTGx( t) (7)

� 2xT ( t) GAH( x ( t) ) x( t) ! xT ( t) !Qx( t)
� + xT ( t) GA!Q- 1ATGx( t) (8)

� tracefT ( t, x ( t) , x( t - �) ) Gf ( t , x( t) ,

� x( t - �) ) ! ∋ G∋ ( a1| x( t) |
2+ a2 | x( t- �) | 2 ) (9)

将式(7) ~ (9)代入式(6)中应用已知条件式(3) ,有

� � V ( xt ) ! - ∀min( !G) | x ( t) | 2

� � + ∋ G∋ ( a1 | x( t) |
2+ a2| x( t- �) | 2) (10)

由已知条件式(4) ,必存在唯一的 &> 0:

� ∀min ( !G)= ∋ G∋ ( a1+ &) + ( ∋ G∋ a2+ ∋ Q∋ �&)e&� (11)

再一次应用 Itô 公式, 从式( 10)可推出:

� E( e
&t
V( x t) ) ! E[ !

T
(0) G!( 0) ] + ∋ Q∋C1

� - [∀min( !G) - ∋ G∋ ( a1+ &) ]%
t

0
e&sE | x( s ) | 2ds

� + ∋ G∋ a2%
t

0
e&sE | x( s- �) | 2ds

� + &% t
0e

&sds%
0

- �
ExTS ( %) Qxs ( %) d%) (12)

其中, C1=%
0

- �
E | x( s ) | 2ds , 且当 t#� 时,

� � %
t

0
e&sE | x( s- �) | 2ds ! e&�C1

� � + e&s%
t- �

0
e&�E | x( r ) | 2dr , (13)

� � %
t

0
e&sds%

0

- �
ExTs (%) Qx s (%) d%

� � =%
t

0
e&sds%

s

s - �
ExT( r ) Qx( r ) dr

� � =%
t

- �
ExT ( r ) Qx( r ) dr%

t ) ( r + �)

0∗ r
e&sds

� � ! �∋ Q∋C1e
&s+ ∋ Q∋�e&�%

t

0
e&�E | x( r ) | 2dr , (14)

将式(13)、(14)代入式(12)并应用式(11) , 有

E( e&tV ( xt ) ) ! C2 , t#�

其中

C2= E[ !T (0) G!( 0) ] + ∋ Q∋C1

+ ( ∋ G∋a2+ ∋ Q∋&�) C1e
&�

因此当 t #�,由 V 的定义, 有

E | x( t) | 2 ! [ ∀min ( G) ]
- 1C2e

- &t

这说明系统(1)的平凡解均方指数稳定. 系统( 1)的平凡解的

几乎必然指数稳定易由文献[ 8]中定理 10. 7. 2推出. 证毕

定理 2 � 设存在定阵 G, !G ,正对角阵 Q, 使

� � - ( GD+ DTG) + Q+ GBQ- 1BTG= - !G , (15)

若

∀min( !G) > ∋G∋ ( a1+ a2) + 2∋ GA∋

则系统( 1)的平凡解均方指数稳定,也几乎必然指数稳定.

证明 � 作 Lyapunov 泛函

V( x t) = xT( t) Gx( t ) + %
0

- �
xTt (%) Qxt (%) d%,

由 Itô 公式,有

� V (x t) = 2xT ( t) G(- Dx( t) + AH( x( t) ) x( t)

� � + BH( x( t - �) ) x( t - �) ) + tr acef TGf

� � + xT ( t) Qx( t) - xT ( t - �) Qx( t - �) (16)

因为

2xT( t ) GAH( x( t) ) x( t ) ! 2∋ GA∋ | x( t) | 2 (17)

将式( 7)、(9)、(17)代入式( 16)并应用(15) ,有

� V( x t) ! (- ∀min( !G) + 2∋ GA∋+ ∋ G∋ a1) | x( t) |
2

� � + ∋ G∋ a2| x( t - �) | 2.

其余部分的证明类似于定理 1,略, 证毕

定理 3 � 若存在正定阵 G ,使

� � ∀min( GD+ DTG)> 2( ∋ GA ∋
� � � + ∋ GB∋ ) + ∋ G∋ ( a1+ a2) (18)

则系统( 1)的平凡解均方指数稳定,也几乎必然指数稳定.

证明 � 作 Lyapunov 泛函

� V (x t) = xTGx + ∋ GB∋%
0

- �
xTt (%) xt (%) d%,

则由 Itô 公式,有

V( x t) = 2xT( t) G(- Dx( t) + A�( x( t) )+ B�( x( t- �) ) )

� + tracef TGf + ∋ GB∋ ( | x( t) | 2- | x( t- �) | 2)

� ! - ∀min( GD+ DTG) | x( t ) | 2+ 2∋ GA∋ | x( t ) | 2

� + ∋ GB∋ ( | x( t ) | 2+ | x( t- �) | 2 )+ ∋ G∋ ( a1| x( t ) |
2

� + a2| x( t - �) | 2) + ∋ GB ∋ ( | x( t) | 2+ | x( t - �) | 2)

� = ( - ∀min( GD+ DTG) + 2∋ GA ∋

� + 2∋ GB ∋+ ∋G∋ a1) | x ( t) |
2+ ∋ G∋a2| x( t- �) | 2.

其余的证明类似于定理 1,略, 证毕.

注 1 � 若定量 1~ 定理 3 中 G, Q 与!Q , 取特殊矩阵, 比如

单位矩阵等, 可以得到一系列的简单判据.

注 2� 若系统 (1)中 a1= a2= 0, D= I (单位阵 ) . 则对时

滞细胞神经网络

�x ( t) = - x ( t) + A�( x( t) )+ B�( x( t - �) ) (19)

文献[ 6]已在条件∋ A ∋+ ∋ B ∋< 1 之下, 证明系统(19)渐
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近稳定,显然条件∋ A∋+ ∋ B ∋< 1 可在条件(18)中取得 G

= D= I, a1= a2= 0, 因而文献[ 6]的结果是定时 3 的特例.

注 3� 文献[ 3, 4]讨论了当 D= I 时, 系统(19)的渐近稳

定性,其中稳定条件分别是+ B 可逆, G= - I + A+ B 对称,

且∋B ∋ ! 2
3
�[ 3] ; , 存在对角阵 Q, 使 QA, QB 对称, ∋ B∋

! 2
3
�[ 4] . 若在系统( 19)中令 D= I, B=

0 � -
1
2

1
2

� 0

, A= 0,

易验证条件 + 、, 均不满足, 这说明利用文 [ 3, 4]的结果不能

判断系统( 19)的稳定性, 但在定理 3 中取 G = D= I , a1= a2

= 0, 则条件(18)满足, 这说明对任意时滞 �, 系统 (19)指数稳

定,因此定时 3 的结果要优于文献[ 3, 4]的结果.

3 � 时滞相关的稳定条件

� � 上面的定理 1~ 定理 3 是时滞无关的稳定条件. 为建立

时滞相关的稳定条件,首先证明一个引理.

引理 1� 设 xt 为(1)的解,则�&> 0, 有

� � %
t

0
e&sE | x( s )- x( s- �) | 2ds ! C2+ 4( �∋B ∋ 2

� � + a2) �C1e
2&�+ C3%

t

0
e&sE | x( r ) | 2dr , t #0 (20)

其中

� � C1=%
0

- �
E | !( s) | 2ds ,

� � C2=%
t

0
e&sE | x( s )- x( s- �) | 2ds ,

� � C3= 4�e&�[ �( ∋ D∋2+ ∋ A∋ 2)+ a1

+ ( �∋ B∋ 2+ a2) e
&�] .

这里 C3 中 a1, a2 由式( 2)确定.

证明 � 显然当 t ! � 时,式(20)成立, 故只需考虑 t#�的

情形,而当 t#� 时,由Holder不等式与文献[ 9]中引理 2. 3,有

� E | x( s )- x( s- �) | 2 ! 4( E %
s

s- �
- Dx( r ) dr

2

� � + E %
s

s- �
A�( x( r ) ) dr

2

+ E %
s

s- �
B�( x( r- �) ) dr

2

� � + E %
s

s- �
fdw

2

! 4 �( ∋ D∋ 2+ ∋ A∋ 2) + a1

� � (%
s

s- �
E x( r ) 2dr+ 4( �∋B ∋ 2+ a2 )

� � (%
s

s- �
E x( r - �) 2dr ,

因此,当 t#�时

� %
t

0
e&SE | x( s )- x( s- �) | 2ds ! C2+ 4(� ∋D∋ 2

� � + �∋ A∋ 2+ a1)%
t

�
e&Sds%

s

s - �
E | x( r ) | 2dr

� � + 4(� ∋B ∋2+ a2 )%
t

�
e&sds%

s

s- �
E | x ( r - �) | 2dr (21)

而

� � %
t

�
e&Sds%

s

s- �
e&�E | x( r ) | 2dr ! �e&�%

t

0
e&�E | x( r ) | 2dr (22)

� � %
t

�
e&�ds%

s

s- �
E | x( r- �) | 2dr ! �C1e

2&�

� � + �e2&�%
t

0
e&�E | x( r ) | 2dr (23)

将式(22)、(23)代入式(21)即可得式(20) , 证毕

定理 4 � 若存在正定阵 G,使

� � ∀min( GD+ DTG)> 2∋ G( A+ B) ∋
� � � + 2∋ GB ∋∋+ ∋ G∋ ( a1+ a2) (24)

其中 ∋= 2 �[ �( ∋D∋ 2+ ∋ A ∋2+ ∋B ∋ 2)+ a1+ a2] , 则

系统(1)的平凡解均方指数稳定,也几乎必然指数稳定.

证明 � 作 Lyapunov函数 V ( x ) = xTGx, 则由 Itô 公式及条

件(2) , 有

� � LV ( x( t) )= 2xT( t) G( - Dx( t )+ ( A+ B) �( x( t ) ) )

� � � + 2xT ( t) GB (�x( t- �) )- �( x( t) ) ) tracef TGf

� � � ! ∀| x( t ) | 2+ ∋GB ∋∋- 1x( t- �)- x( t) | 2

� � � + ∋ G∋ a2| x( t - �) | (25)

其中 ∀= - ∀min( GD+ DTG) + 2∋ G( A+ B) ∋+ ∋ GB ∋∋+

∋ G∋ a1,由已知条件( 24) , 必存在唯一的 &> 0:

� � ∀+ ∋ G∋&+ ∋ GB ∋∋- 1C3+ Ga2e
&�= 0 (26)

这里 C3 见引理 1,由引理 1 与式(13)从式(25)可推出

� � Ee&tV ( x( t) ) ! ( ∀+ ∋ G∋&+ ∋ GB∋∋- 1C3

� � � + ∋ G∋ a2e
&�%

t

0
e&rE | x( r ) | 2dr = C4 (27)

其中 C4= ∋ GB∋ ∋- 1( C2+ 4( � ∋ B ∋2+ a2) �C1e
2&�) + ∋ G

∋ a2C1e
&�+ E[ x(0) TGx( 0) ] ,且式( 27)中已应用式(26) . 由 V

的定义及式( 27)易推出.

E | x( t) | 2 ! [ ∀min( G) ]
- 1C4e

- &t , t#0

这说明系统(1)的平凡解是均方指数稳定. 系统(1)的平凡解

几乎必然指数稳定性易由文献[ 14]中定理 10. 7. 2推出.

注 4 � 当时滞较小时,定理 4 往往优于定理 1~ 定理 3.对

于随机扰动的时滞细胞神经网络( 19) , 定理 4 有时也优于文

献[ 3, 4]的结果,注 3 的例子可说明这点.

4 � 结论

� � 本文首次建立了时滞的随机细胞神经网络指数稳定的判

据, 其判据分为时滞无关与相关两种,值得注意的是细胞神经

网络中激活函数是不可导的, 本文所用的方法不同于文献

[ 16, 17]中Hopfield 型随机神经网络所采取的方法.
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